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Conjuntos

Un conjunto es una coleccién de objetos distintos llamados miembros
o elementos de ese conjunto. Un conjunto puede contener objetos

de diferente naturaleza, tanto elementos concretos como abstractos;
incluso objetos que no tengan nada en comun salvo la pertenencia al
conjunto en cuestion.

Los conjuntos pueden ser grandes o pequefios; pueden ser finitos
o infinitos;.

Como los elementos miembros de los conjuntos pueden ser objetos
abstractos, un determindo conjunto puede ser a su vez elemento
de otro conjunto y tener, simultdneamente, otros conjuntos como
miembros.

Todas estas caracteristicas convierten a la Teorfa de Conjuntos en
una herramienta muy poderosa para realizar andlisis matematicos, si,
pero también lingtiisticos.

Un conjunto puede estar bien definido y ser considerado un ob-
jetivo perfectamente legitimo aunque seamos incapaces de conocer
todos sus miembros.

Para que un conjunto esté bien definido basta que que estén claras,
en principio, las propiedades que tienen que poseer sus elementos
para ser considerados miembros.

Tipos especiales de conjuntos

¢ Un conjunto con un tnico miembro se conoce con el nombre de
conjunto unitario o singleton.

¢ Otro tipo de conjunto especial es el conjunto vacio, que no tienen
ningtin miembro.
Convenciones de notacién en Teoria de Conjuntos

* Los conjuntos se nombran con letras maytsculas: A, B,C...
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bicicletas, neuronas, canicas, cuadros de
Veldzquez

manzanas, el fonema /m/, los suefios
tristes

los habitantes de Tokio

los alumnos de esta clase

los dias de la semana

las oraciones en espafiol, los enteros
multiplos de 2

El conjunto de las estrellas de la Via
Lactea o el conjunto de los reyes godos
estdn perfectamente bien definidos
aunque seamos incapaces de enumerar
todos sus miembros.

Todos tenemos claros el tipo de objetos
que podrian ser elementos del conjunto
formado por los elementos de color
rojo, aunque podamos discutir las
sutiles diferencias que encontramos
entre las distintas gamas del color rojo,
del color naranja, etc.

Esta idea de conjunto vacio es el con-
cepto que nos permite representar, p.
€j., el conjunto de los circulos cuadra-
dos o el conjuntos de los objetos que
no son idénticos a si mismos. Se trata
de una convencién matemdtica que nos
permite generalizar otras ideas sobre
cualquier tipo de conjuntos.
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Los miembros o elementos de los conjuntos se nombran con letras
mintsculas: a,b,c... 6 x,y,z...

La relacién de pertenencia a un conjunto se escribe con un sim-
bolo especial €, de manera que b € A se lee b es miembro de A, b
pertenece a A o A contiene b.

La negacién de la relacién de pertenencia se escribe ¢, de manera
que b ¢ A selee b no es miembro de A, b no pertenece a A o A no
contiene b.

Como los conjuntos pueden ser miembros de otros conjuntos, es
habitual escribir A € B para indicar que A es miembro de B, sin
respetar la convencién de escribir los nombres de los elementos en

mintsculas.

Especificacion de conjuntos

Existen tres maneras posibles de especificar un conjunto:

1.

2.

enumerando todos y cada uno de sus miembros: extensién.

especificando una propiedad que un objeto debe poseer para ser
considerado un miembro de dicho conjunto: intensién

definiendo un conjunto de reglas que generen a sus miembros:
reglas recursivas

Extensién
Cuando los conjuntos son finitos y sus miembros pueden enumer-

arse uno detrds de otro de manera sencilla, es habitual especificar el

conjunto de manera extensional o en forma de lista. Para especificar

un conjunto de manera extensional simplemente encerramos entre

llaves los nombres de sus miembros, y los separamos con comas. El

conjunto formado por el rio méas largo de la Tierra, el actual presi-

dente del Gobierno de Espaiia y el niimero tres puede especificarse

de la siguiente manera:

{el rio Amazonas, Mariano Rajoy, 3}
Noétese que cuando especificamos un conjunto de esta manera, los

miembros del conjunto son los objetos, las realidades nombradas, no

los nombres. De manera que una forma alternativa de especificar el

mismo conjunto serfa:

{el rio Amazonas, el actual presidente del Gobierno de Espafia, 3}
Cuando queremos especificar que el elemento del conjunto es el

nombre en si y no la entidad a la que hace referencia, es habitual

utilizar comillas simples:

{el rio Amazonas, ‘Mariano Rajoy’, 3}

2
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Contrariamente a lo que podamos pensar, no hay ningun tipo de
orden en los elementos de un conjunto. Nuestra sistema de escrit-
ura nos obliga a presentar los elementos de una lista de izquierda
a derecha, pero en la especificacién de este conjunto no existe un
primer elemento, ni un segundo ni un tercero.

${3, elro Amazonas, MarianoRajoy}$ es el mismo conjunto.

Al especificar por extensién un determinado conjunto, el hecho de
escribir uno de los elementos mds de una vez no modifica su estatus

de miembro del conjunto. La pertencia a un conjunto no es nunca
o cualidad gradual sino absoluta: o se
{a/ blcldlele/e} - {ﬂ,b,c,d,e} . g .
. . . ., es miembro o no se es. No existen
Para conjuntos finitos pero muy grandes, este tipo de notacién elementos mas miembros que otros.

es poco préctica y es habitual abreviarla siempre que sea posible
reconocer el patrén.

{5,10,15,...90,95,100}

Intensién

Cuando el conjunto que queremos describir es infinito o finito
pero muy grande, es mas comodo especificar el conjunto indicando
una propiedad que todos los elementos del conjunto comparten.
Este tipo de descripcién recibe el nombre de definicién intensiva o
comprension y se especifica:

{x | x es un ntimero par mayor que 3}, que se lee el conjunto de
todos los x tal que x es un niimero par mayor que 3

En este ejemplo, x es una variable, es decir un simbolo auxiliar que
no representa ningtin objeto en concreto, sino cualquiera que cumpla

la condicién indicada en la especificacion. Nétese que dos predicados distintos
pueden especificar el mismo conjunto,

. e . e . ., p- €.t {x| x es un numero divisible
Es posible especificar conjuntos infinitos mediante la formulacién entre 2 y mayor o igual que cuatro}

Reglas recursivas

de reglas recursivas que permitan generar los elementos del conjunto.
P. ¢j., el conjunto infinito E = {4,6,8, ...} puede generarse con las
siguientes reglas:

a. 4 E
b. Six € E, entonces x +2 € E.

Este tipo de especificaciones siempre contienen una declaracién
explicita de un miembro (a veces varios) que pertenece al conjunto
(caso base); y, un ntimero finito de reglas de tipo SI-FEENTONCES
(IF-THEN) que permiten generar, a partir del caso base, infinitos
elementos que pertenecen al conjunto.

Identidad

Dos conjuntos son idénticos si y solo si tienen exactamente los mis-
mos miembros. Por el momento, hemos visto que diferentes descrip-
ciones extensionales o intensionales pueden especificar el mismo



conjunto.

Podemos perfectamente utilizar el signo igual = para indicar que
dos especificaciones describen el mismo conjunto: {1,2,3,4,5,6} =
{x | x es un entero positivo menor de 7}

Como hemos visto, el signo igual = se puede utilizar en dos con-
textos diferentes.

® Para declarar explicitamente un conjunto: sea A = {1,2,3}

¢ Para afirmar que dos conjuntos previamente especificados son
idénticos: {1,2,3,4,5,6} = {x | x es un entero positivo menor de

7}

El conjunto vacio, por el contrario, es tnico.

* Su identidad estd determinada por la ausencia de miembros.

¢ El conjunto formado por los circulos cuadrados y el conjuntos
de los objetos que no son idénticos a si mismos son el mismo
conjunto.

¢ El simbolo que representa este conjunto vacio es &

Cardinalidad

El ntimero de miembros de determindo conjunto A recibe el nombre
de cardinalidad de A, y se escribe |A| o #(A). La cardinalidad de un
conjunto finito es siempre un ntmero entero.

Dos conjuntos idénticos tienen la misma cardinalidad

Por supuesto, conjuntos distintos pueden tener la misma cardinali-
dad. Los conjuntos infinitos también tienen cardinalidad, pero no son
ndmeros naturales.

Subconjuntos

Cuando tenemos dos conjuntos A y B, y todos y cada uno de los
miembros de A son también miembros de B, decimos que A es un
subconjunto de B.

Denotamos esta relaciéon con la expresion A C B, que se lee A
es un subconjunto de B 6 A estd contenido en B. La misma relacion se
puede expresar con B D A, que se lee B es un superconjunto de A. Para
expresar la negacién de la relacién de subconjunto y superconjunto
utilizamos respectivamente los simbolos Z y 2

Noétese que B puede contener més elementos no presentes en A,
pero esta condicién no es imprescindible para que A sea subconjunto
de B.De esta idea se deriva que todo conjunto es, a la vez, subcon-
junto de si mismo: A C A. Si queremos excluir explicitamente esta
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P. ¢j., el conjunto {a,b, c} tiene cardinal-
idad 3.

{1,2,3,4,5,6} = {x| x es un entero
positivo menor de 7} y ambos tienen
cardinalidad 6.

Algunos ejemplos de subconjuntos:

{a,b,c} C{a,r,s,b,cel}
{a,b,w} Z {a,r,s,b,ce,1}
{a,b,c} C{a,r,s,b,cel}

& C {a}

{a,{a}} € {a,b {a}}

{{a}} £ {a}

{a} £ {{a}}, pero {a} € {{a}}
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posibilidad, podemos utilizar la nocién de subconjunto propio, que
se expresa A C B, lo que implica que A # B

Tanto los miembros de un conjunto como los subconjuntos rep-
resentan relaciones del tipo parte de un todo. Sin embargo, se trata de
relaciones diferentes, y es conveniente no confundirlas. Los subcon-
juntos son siempre conjuntos, mientras que los miembros pueden
serlo o no.

Marte es un elemento del conjunto {Tierra, Venus, Marte}, pero
no es un subconjunto. El conjunto formado por un tinico elemento
{Marte} si es un subconjunto de {Tierra, Venus, Marte}. Es im-
portante distinguir el elemento Marte del conjunto formado por el
elemento Marte, que especificamos {Marte}.

El conjunto A = {b, {c}} tiene dos elementos: by {c}.

Teniendo en cuenta lo visto hasta el momento, b Z A, pero {b} C
A.

De manera similar, {c} € A, porque ¢ no es un miembro de A.

Pero {{c}} C A, porque todos y cada unos de los miembros de
{{c}}, es decir {c}, si son elementos de A.

Conjunto potencia

A veces necesitamos referirnos al conjunto cuyos miembros son todos
y cada uno de los subconjuntos de un determinado conjunto A. Esta

nocién recibe el nombre de conjunto potencia de A, y se escribe El nombre conjunto potencia proviene
del hecho de que si la cardinalidad de
. A es un namero natural 7, entonces
potencia de A p(A) = {{a},{b}, {a, b}, 5}. |p(A)| = 2, es decir, 2x2x2 ... y asi

hasta n veces.

©(A) 6 P(A). Supongamos que A = {a,b}, entonces el conjunto

Algebra de conjuntos

Hay varias operaciones que podemos realizar sobre conjuntos,
tomando como entrada un par de conjuntos y generando como salida

un tercer conjunto. Existe un método muy sencillo para
representar visualmente operaciones
de dlgebra de conjuntos llamado **di-

Union agramas de Venn**. Cada conjunto se
representa como una circunferencia
La unién de dos conjuntos A y B, escrito A U B, es el conjunto resul- y los miembros se representan como

tante formado por todos los miembros de A, de B o de ambos. puntos dentro de ella.

La definicién intensional de la union es:
AUB = {x| obien x € A o bien x € B} 4
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Interseccion

La interseccién de dos conjuntos A y B, escrito A N B, es el conjunto
resultante formado tinicamente por los miembros de A que también
lo son de B.
La definicion intensional de la interseccion es:
ANB={x|]xe Ayx € B}

A

Diferencia
La diferencia de dos conjuntos A y B, escrito A — B, es el conjunto Si Ay B no tienen nada en comun,
resultante de sustraer de A todos los elementos de B. entonces A — B = A. A pesar de que

AUB=BUA,ydeque ANB=BNA,
no siempre es cierto que A — B sea lo
mismo que B — A.
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La definicién intensional de la diferencia es:

A—B={x|xe A x ¢ B}

Complemento

El complemento de un conjunto A, escrito A’, es el conjunto formado ¢{De dénde provienen esos elementos
por todos los elementos que no estdn en A. que no estan en A? Cualquier afirma-
. . , cién sobre conjuntos se realiza contra la
La definicion intensional del complemento es: A" = {x|x ¢ A} existencia de un fondo de objetos que
comprende el universo, o el dominio.
Por convencion, se utiliza el simbolo
U para referirnos a ese universo o
dominio.




TEORIA DE CONJUNTOS | MRC 8

Reglas de igualdad sobre dlgebra de conjuntos

Existe un determinado conjunto de reglas generales que podemos
aplicar a las operaciones de édlgebra de conjuntos —unién, intersec-
cién, subconjuntos— que acabamos de ver. Algunas de estas reglas
se aplican de la misma manera a otras operaciones aritméticas como
la adicién y la multiplicacion. Estas reglas se utilizan para manip-
ular expresiones buscando la simplificacion, teniendo en cuenta

que cualquier expresiéon puede sustituirse por otra que sea idén-
tica. La aplicacion de estas reglas es el procedimiento habitual para
demostrar la verdad de determinadas expresiones.

Leyes de idempotencia

XUuX=X

XNX=X

Cuando realizamos la unién, cualquier elemento de X esta tam-
bien en X. Como hemos visto, los elementos no se duplican, el resul-
tado de esta operacién es el mismo conjunto X. De manera similar,
cuando realizamos la interseccion, cualquier elemento de X esta tam-
bién en X, por lo tanto el conjunto resultante es X.

Leyes conmutativas

XUY=YUX

XNY=YNX

La unién de los elementos de X con los elementos de Y dan como
resultado el mismo conjunto que la unién de los elementos de Y con
los elementos de X. Paralelamente, la interseccién entre los elemen-
tos de X y los elementos de Y dan como resultado el mismo conjunto
que la inteseccién entre los elementos de Y con los elementos de X.

Leyes asociativas

(XUY)UZ=XU(YUZ)

(XNY)NZ=Xn(YN2Z)

Es irrelevante el orden en el que combinemos tres conjuntos distin- Se ve claramente si representamos estas

tos cuando realizamos operaciones de unién e intereseccion. operaciones como diagramas de Venn.
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Leyes distributivas

XU(YNZ)=(XuY)n(XUZ)

XN(YUZ)=(XNY)U(XNZ)

Leyes de identidad Estas reglas son evidentes si com-
prendemos las definiciones de unién,
XUug=X interseccién, conjunto vacio y conjunto
universal.
Xuu=u
XN& =0
XNUuU=X

Leyes de complemento

Xux' =u

(X' =X

XNX =@

X-Y=XnY

Ley de DeMorgan
(XuYy)=X'nY

Lo contrario de lo que estd en X o esta
en Y es lo mismo que lo que no estd en
X y no estd tampoco en Y.

(XnYy)=xuY

Lo contrario de lo que estd en X y esta
también en Y es lo mismo que lo que no
estien X onoestden Y.

Principio de consistencia

XCY< XUY=Y

< es el simbolo de equivalencia y se lee
como si y solo si.

XCY<+XNYy=X

Si X es un subconjunto de Y, los elementos de X serdn también
elementos de Y. En consecuencia X tendrd una cardinalidad menor
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o igual que Y. Pues bien, la unién de ambos conjuntos dard como
resultado el conjunto de cardinalidad mayor.

Del mismo modo, si X es un subconjunto de Y, los elementos de
X serdn también elementos de Y. En consecuencia X tendrd una
cardinalidad menor o igual que Y. En este caso, la interseccion de
ambos conjuntos dard como resultado el conjunto de cardinalidad
menor.

Ejercicios

Con lo visto en clase, deberiamos ser capaces de responder sin prob-
lemas a los ejercicios 1-8, 10 y 11a de (Partee, et al., 1990, chap. 1).
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